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TEOREMA DI DE GIORGI

1. TEOREMA DI DE GIORGI

Siano 2 un aperto in R? e f € L}(Q). Ricordiamo che una funzione u € H'(£2) & una soluzione debole del
problema

—div(A(z)Vu) = f in Q,
se
/ Vu A(z) [Vv]t dx = / f@)vdx per ogni v e Hy(Q),
Q Q

dove in questa sezione la matrice
a11(x) ... ara(x)
A(z) = : :
aq1 (:L') e add(z)

€ una matrice simmetrica ed uniformemente ellittica a coefficienti variabili
ai; =aj; - Q=R per 1<4,5 <d,

che sono funzioni misurabili su §2 tali che

(1) cald < A(z) < CpId per ogni x € Q,

dove 0 < ¢y < Cy sono costanti.
In questa nota dimostreremo il teorema seguente.

Teorema 1 (De Giorgi). Siano 2 un aperto in R? e A(z) una matrice simmetrica a coefficienti variabili su
che soddisfa (1). Sia uw € H*(Q) una soluzione di

—div(A(z)Vu) =0 in Q,
Allora
u e C%(Q),

ovvero per ogni xg € () esistono un raggio v > 0 ed una costante L > 0 tali che
ju(z) —uly)l < Lz =yl perogni 2,y € Br(wo).
Osserviamo che vale anche il seguente teorema piu generale.

Teorema 2 (De Giorgi). Siano 2 un aperto in R% e A(z) una matrice simmetrica a coefficienti variabili su Q
che soddisfa (1). Sia uw € H*(2) una soluzione di

—div(A(z)Vu) = f in Q,

dove f € LP(QY) con p > /2. Allora
u e C"(Q),

ovvero per ogni xqg € ) esistono un raggio r > 0 ed una costante L > 0 tali che

lu(z) —u(y)| < Llz—y|*  perogni  z,y € By(zo).

2. DISUGUAGLIANZE DI CACCIOPPOLI
Lemma 3 (Disuguaglianza di Caccioppoli). Se u € H'(By) ¢ soluzione del problema
—div(A(z)Vu) = f in By,
dove
cald < A(z) < CuId  per ogni x € Q,
Allora, per ogni ¢ € C°(B1) si ha

cA/ |V(<,0u)|2dx§CA/ \ch|2u2dx+/ o*uf dr.
By By By
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Lemma 4 (Disuguaglianza di Caccioppoli II). Se u € H*(B;) ¢ soluzione del problema
—div(A(z)Vu) = f in By,
dove
cald < A(z) < C,1d  per ogni x €
Allora, per ogni ¢ € C°(B1) e per ognit € R si ha

cA/ |V(g0(uft)+)|2d9:§C’A/ |V30\2(u7t)3_dx+/ ©*(u —t), f dr.
B By B

3. STiMA L? — L™
Lemma 5. Sia u € H'(B,) una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in B,,
dove la matrice A ¢ tale che:
cald < A(z) < C4u1d  per ogni x € B,.
Allora,
d
s s, ) < K% Ca ]{3 a2 d,

C
dove Ky = =4,
ca

Proof. Dimostreremo il lemma in dimensione d > 3.
e Siano ¢ € CX(By) e T > 0. Allora

/|V(gp(u7T)+)|2dx§nA/|Vgo\2(ufT)3_ dx .

e Usando la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, dedurre che

(/ (plu—T),)"" dx) U <k Cd/|V<P|2(u—T)§rda;.

e Ora, supponiamo che

¢=1 in B,, 0<e<1 in Bgr\B,, ¢=0 in RY\Bg.
Quindi
2 2 tia Ca 2
ka Cy IVol*(u = T) do < ——= (u—T)7 dx
Bgr (R—r1) Br
ed anche

d—2
2d \ d 2d
[ w-mrae<iorns i ([ @-n) " <ornnr ([ -0
i R

r

Di conseguenza,

/B(u—T)idxélQTﬂBTQ/dmA (u—T)3 dr.
r R

e Consideriamo ora t € (0,T) e stimiamo il temine di misura:

1 1
Q ﬂBT:/ 1dx§7/ u—thazgi/ u—t)2 dr
[or | B,NQr (T —1)? BTnQT( S+ (T — 1) BT( S+

e In conclusione,

@ [ e < it ([ 0 ) o




e Ora, possiamo scrivere la nostra stima iterativa. Per ogni k > 1 definiamo
1 1 1
Bo=(5+3m)R o Te=T(1-5).
In particolare,

R
To=0, Ry=R, To=1T, szg.
Ponendo
Mk :/ (U—Tk)i dx
e usando (2), otteniamo
ka Cq 2\kF 142
M1 < T (41+d) M,
e Il lemma di De Giorgi ora implica che se
C C
MO = / ’U,2 dx S Td(R2T4/d)d/2 = TdeT2’
/2 /2
Br Ka KA
allora
/ (u—T)3 dv =0,
Br/2
ovvero

d
s 3 () < £ Ca ]{5 W2 dr. O
R

Corollario 6. Se u e H'(Q) ¢ una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in Q,

allora u ¢ localmente limitata in 2.

4. STIMA DELLA MISURA DEGLI INSIEMI DI LIVELLO

Esercizio 7. Sia Q un insieme di misura finita in R, Allora

A J% < Cql'7",
dove Cy & una costante dimensionale.
Lemma 8. Siano Br C R? e u € CY(Bgr) una funzione tale che

0<u<1 su Bpg.
Allora

[{u= 0} N Byl [{u=1} N Bg|" 4 < Cd|BR|/ IVl dz,
dove Cy & una costante dimensionale. o
Proof. Sia x¢g € Bg N {u=1}. Stimeremo il volume di {u = 0} in Bg in termini di |Vu|. Poniamo
p(x) :=u(r—xz0) ,  ¢:Br(—x9) =R,

e osserviamo che possiamo scrivere gli insiemi Br(—x¢) € Br(—z¢) N {p = 0} in coordiante polari come

Br(—10) := {(r, 6) : 0caB, re [O,Rg)},

Br(—x0) N {p =0} := {(r,o) . € B, 7“6]9},

dove per ogni 6, [0, Rg) & un intervallo e Iy & un chiuso in R.
Ora, per ogni punto

z = (r,0) € {p =0},
abbiamo che

L= [p(x) — ¢(0)] = |p(rd) — p(0)| <

/T 0 - V(sh)ds

0

< / [V|(s0) ds.
0
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Integrando su {¢ = 0}, abbiamo che
{u=0}NBg|=[{p =0} N Br(-xo)|

= / / r*~1drdo
OBy JIg

_ / / P41 o(r) — (0)| dr df
OBy J 1y

§/ / rd=1 (/ [V|(s6) ds) dr do

B, J1I, 0

< ([ V|(s0)s* 1 ds | drdf

< r Sd—_1| ©|(s9)s s | drde.
8By J1I, 0

Siccome
/ rd=ldr < |I|(2R)** < 29RY,
Ig
otteniamo
Re 1 |[Vul(x)
u=0}N Bg| < Cy4 B / / ——|Vp|(s0)s? dsdf = Cy|B —7 .
|{ } R| d| R| om, Jo Sd_1| §0|( ) d| R| B |£L’—(E0‘d_l
Integrando nella variabile y = xy su {u = 1} N Br otteniamo
Vul(x
|{uw =0} N Bg||{u=1} N Br| < Cu|Bx| / V@) g, 4
{u=1}nNBgr J Br lz -yl
d
< CylBg| | |Vul(z) / — )
Br {u=1}NBg |z -y
< CulBal {fu=1} " Ba* [ [Vuld.
Br
dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato il risutato dell’esercizio precedente. O
Come corollario, otteniamo:

Lemma 9. Siano Br C R? e u € HY(BRr) una funzione tale che

0<u<1 su Bpg.
Allora

1/3
[{u =0} N By [{u=1}1 Ba|""/ < Ca| Bn| [{0 < u < 1} 1 Ba| </ vul2dm> :
Br

dove Cy é una costante dimensionale. In particolare, se
[{u =0} N Bpg|

>
| BR

1
2’
allora

1/2
|Vu|? dm) .

La stima che useremo nella sezione successiva per completare la dimostrazione del teorema di De Giorgi ¢ la
seguente.

{u=1}NBgr['*""* < Cy|{0 < u <1} N Bg|'? (/

R

Proposizione 10. Siano Br C R? e w € H'(Bg) e sia t € R tali che
{u<t}nBg| 1
| Br| 2
Allora, per ogni T >t si ha

1/2

1

|{u2T}ﬂBR|1_1/dng|{t<u<T}ﬂBR\1/2T t(/ V(u—t)+l2dw) ;
—t\Us,

dove Cy & una costante dimensionale.



5. CONTROLLO DELL’OSCILLAZIONE
Lemma 11. Sia u € H'(Bar) una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in Bag,

dove la matrice A ¢ tale che:
cald < A(x) < CyId per ogni x € Bag.

FEsiste una costante n € (0,1) tale che, se

oscu < 2,
Bar
allora
osc u<2—mn.
Brp g
Proof. Possiamo supporre che
maxu <1 e minu > —1.
BQR BZR
Osserviamo che ci sono due casi:
<0}NB 1 >0}NB 1
[{u <0} N Bg| <1 oppure [{u >0} N Bg| <1
| Br| 2 | Br| 2
Supponiamo di avere
[{u > 0} N Bpg| < 1
| Br| -2
Mostreremo che esiste una costante 1 > 0 tale che
(3) w<1l-7n in Brp.
Consideriamo la successione
1
Ty ZZI_W My ::|{U>Tk}ﬂBR|.
Osserviamo che la successione M), ¢ decrescente. Inoltre, per Proposizione 10 abbiamo la stima
_z
(4) MEE < Cu = M)t [ V(TP de perogni k20,
Br

Step 1. Mostreremo che il termine
4+ / |V (u—Ty), | do
Br

si puo stimare con una costante che non dipende da k. Infatti, per la disuguaglianza di Caccioppoli abbiamo

/ |V(u—Tk)+|2dx§%C—g/ (u—Ty)?% da
Br Ca R Bar

(U—Tk)+ § 1 —Tk su BQR,

e siccome

otteniamo che c. o
V(u—T). 2 de < 22 244k Bypl.
[ 19T P < G B

e quindi
Cy Cy
4k V(u—T.):|>de < =2 2%\ Bypl.
/BRI (u—Tk)+] TS R2| 2|

Sostituendo in (4), otteniamo

_2 C
Ml§+1d < —ACde_Q(Mk — M) per ogni k>0.
(&N
Step 2. Sommando queste disuguaglianze per k = 0,..., N — 1, otteniamo
N-1 N-1
_2 _2 O C C
NMy * <3 M < Z2CaRY2 Y (Mg — Mygr) < —2CaRY? < Z2C4R¥2,
Ca Ca Ca
k=0 k=0
ovVVero
M;d; < % Cd R2d72
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che possiamo scrivere anche come

d
CA 1 2d—2
My <Cy| —— Bg|.
vea(25)7 B
Conclusione. Infine, dalla stima L2 — L™ si ottiene che
d
Ca "7, 1 N\ Oy 1T )
—TN)+ |3 <|{=) Cie— ~Ty)ide<(=2) Ci|l 2= 1-Ty)%.
=Tl < (2) oy [ w=mian< (£2) " cu(B25) " a-mv)

Ora, poniamo
1

O 2(d—1) 1 2dd—2
2. ZA —
2 =0y () (N) .

Ca
e osserviamo che scegliendo N abbastanza grande (in funzione di — e la dimensione d), abbiamo
Ca

0<e<l
Ora, calcoliamo
[utllzoe(Br) < TN + [(u—TN) 4l Lo (BR»)
<Tn+e(1-Ty)
=1-(1-¢)(1-Tn),
che conclude la dimostrazione di (3) con
n=1-e(1—Tn).

. . . . . C
Osserviamo che 7 & una costante che dipende solo dalla dimensione d e del rapporto =,
Ca
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